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Résumé. Nous montrons qu'un raffinement du théorème de Siegel sur les points entiers 
de courbes algébriques impliquerait la conjecture abc de Masser-Oesterlé. Nous formulons 
une hypothèse "Siegel uniforme" qui est une majoration de la hauteur des points «S'-entiers 
de la courbe, en termes du corps de rationalité et de l'ensemble de places S. La validité de 
l'hypothèse pour une quelconque courbe algébrique de caractéristique d'Euler-Poincaré 
strictement négative, impliquerait une version de la conjecture abc. Ceci étend aux points 
S'-entiers des résultats précédents de L. Moret-Bailly ^Hji e ^ es t en quelque sorte, un 
énoncé réciproque de ce que nous avons montré dans |26| . en suivant les idées proposées 
par N. Elkies (jj. Le principal outil géométrique employé est un théorème de G.V. Belyï. 
Nous montrons aussi quelques versions inconditionnelles de ces énoncés : un résultat allant 
dans le sens de la conjecture abc, valable sur tout corps de nombres, ainsi que des bornes 
pour la hauteur des solutions en S'-entiers de certaines équations diophantiennes classiques. 

Mots clefs : Théorème de Siegel, conjecture abc, fonction de Belyï, bornes uniformes 
de points S-entiers. 

1 Introduction. 

Étant donnée une courbe algébrique affine U définie sur un corps de nombres K, de genre 
g et ayant t points "à l'infini", CL. Siegel démontra [22] que si la caractéristique d'Euler- 
Poincaré x(U) = 2 — 2g — t est strictement négative, alors la courbe U n'a qu'un nombre fini 
de points entiers. Grâce à K. Mahler, le théorème a été étendu aux points S'-entiers. 

La démonstration du théorème de Siegel, tout comme celle du théorème de Faltings (con- 
jecture de Mordell), ne fournit pas un moyen de trouver les points et, dans le cas général, 
ceci demeure un problème ouvert. Dans le cas des points rationnels, des liens ont été établis 
entre la question de l'effectivité et la célèbre conjecture abc de D. Masser et J. Oesterlé ( [T5] 
et ^7j). Notons hx la hauteur (logarithmique) de Weil et rad^ le radical (ou support) sur 
l'espace P 2 (K). (Des notations plus détaillées se trouvent dans la section [21) 

Conjecture 1.1. (abc) Etant donné un corps de nombres K et un nombre réel e > 0, il 
existe une constante c £i k > telle que, pour tout triplet (a, 6, c) de nombres algébriques dans 
K , non nuls, tels que a + b = c, on ait 

/i&-(a : b : c) < (1 + e) rad^(a : b : c) + c £j k- 

L. Moret-Bailly jlHj montra qu'une hypothèse du type "Mordell effectif sur la courbe 
d'équation y 2 + y = x 5 impliquerait une version de la conjecture abc. Par ailleurs, N. Elkies 
[S] montra comment il serait possible de majorer la hauteur des points rationnels d'une courbe 
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de genre supérieur ou égal à 2, en supposant vraie la coniecture ll.il Les outils employés par 
N. Elkies sont essentiellement la théorie des hauteurs et un théorème de G. V. Belyï [Q. 

Théorème 1.2. (Belyï) Une courbe algébrique projective C est définie sur Q si et seulement 
s'il existe un morphisme fini et surjectif f : C — > P 1 non ramifié en dehors de {0,1, oo}. 
De plus, étant donné un ensemble E de points algébriques de C, on peut choisir f tel que 
/(£) C {0,1, oo}. 

La construction d'une telle fonction de Belyï est totalement explicite et montre que, si C est définie 
sur un corps de nombres K , alors la fonction / peut être choisie définie sur K . 

En suivant les idées de nous avons montré, dans un travail antérieur [20], comment la 
conjecture 11.11 impliquerait une version effective du théorème de Siegel. Il s'agit d'une majo- 
ration de la hauteur des points S-entiers des courbes algébriques de caractéristique d'Euler- 
Poincaré strictement négative, en termes du corps de rationalité et de l'ensemble de places S. 
Réciproquement, nous formulons dans ce travail une hypothèse du type "Siegel uniforme", où 
la borne de la hauteur des points S-entiers serait uniforme en l'ensemble de places S. L'ana- 
logue de l'hypothèse 11.31 ci-dessous, dans la théorie des corps de fonctions, est un théorème 
(cf. la section |31 pour des références). 

Fixons une courbe U définie sur un corps de nombres K et vérifiant les hypothèses du 
théorème de Siegel, et une fonction hauteur hu définie sur U et associée à un diviseur de 
degré 1. 

Hypothèse 1.3. "Siegel Uniforme" (U,K) 

Pour tout entier naturel 6 > 1, il existe des réels ki(U,hjj,ô) > 1, k2(U,hjj,ô) > 1 et 
k^(U,hu ,5) > tels que, pour toute extension finie L/K de degré [L : K] < 5, pour tout 
sous-ensemble fini S de places de L et pour tout point S-entier x de U, on a 

hu,U x ) < k i^2logN L/Q {p) + k 2 \ogD L + k 3 , 
pes 

où Dl est la valeur absolue du discriminant du corps L, et hjj,L = [L ■ Q\hjj. 

Dans la section |3] nous montrons comment l'hypothèse 11.31 impliquerait une forme de la 
conjecture abc, ce qui étent aux points 5-entiers et à toute courbe de caractéristique d'Euler- 
Poincaré strictement négative le résultat de L. Moret-Bailly. 

Théorème 1.4. Soient K un corps de nombres, U une courbe algébrique affine définie sur 
K telle que x(U) < et hjj une hauteur définie sur U associée à un diviseur de degré 1. 
Supposons vérifiée l'hvvothèse M .'Jl vour la courbe U. 

Pour tout triplet (a, b, c) d'éléments non nuls du corps K vérifiant a + b = c, on a 

hx{a : b : c) < r/irad_ft:(a : b : c) + r/ 2 log-Dft- + 773, 

où le nombre 772 ne dépend que du degré d de la fonction de Belyï associée à la courbe U, et 
les nombres r/i et 7/3 dépendent en plus de d et de [K : Q], de la courbe U. 

Dans le cas particulier, mais crucial, de la droite projective privée de trois points, nous 
montrons les théorèmes 14. il et 14.21 qui donnent l'équivalence entre 

i) une version de la conjecture abc, 

ii) une majoration de la hauteur des points 5-entiers de U = P 1 \ {0, 1, 00}, valable pour 
tout ensemble S, et 
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iii) une majoration de la hauteur des «S- unités solutions de l'équation u + v = 1, valable 
pour tout ensemble S. 

Nous obtenons aussi des versions faibles, mais inconditionnelles de ces résultats. Premiè- 
rement, un énoncé allant dans le sens de la conjecture abc, valable sur tout corps de nombres. 
Un tel résultat n'était connu que pour K = Q. Cf. [23] et [24"| . 

Théorème 1.5. Pour tout corps de nombres K, il existe des nombres réels 71,72 et 73 
effectivement calculables, tels que, pour tout triplet (a, b, c) de nombres algébriques non nuls 
appartenant à K et tels que a + b = c, on ait 

h K (a : b : c) < exp{7i rad^(a : b : c) + 72 logD K + 73}. 

On peut choisir 71 et 73 de la forme a[K : Q], avec a constante absolue effectivement 
calculable et 72 = 2 [K : Q] — 1. On peut aussi choisir 72 indépendante de [K : Q] (cf. la 
remarque I6.4f) . 

Nous en déduisons ensuite une majoration de la hauteur des points S-entiers de P 1 \ 
{0,l,oo} (corollaire 16. 5j) et des majorations de la hauteur des solutions ^-entières de 
plusieurs équations diophantiennes classiques (cf. la section I6.3J) . 

Ce travail est organisé de la façon suivante. Dans la section |2 nous fixons les notations 
utilisées concernant les corps de nombres, définissons quelques notions de hauteur, ainsi que 
le radical. Nous y démontrons quelques lemmes préliminaires, dont une version affine du 
théorème de Chevalley-Weil et un lemme concernant le discriminant d'une extension de corps 
de nombres, qui nous serons utiles à plusieurs reprises. 

Dans la section |3] nous expliquons les motivations à l'hypothèse 11. 3l et donnons la démons- 
tration du théorème 11.41 L'étude du cas particulier où la courbe est la droite projective privée 
de 0, 1 et l'infini se trouve dans la section 0J Dans la section |SJ nous rendons effectifs, en 
termes de hauteur, les énoncés permettant de déduire la finitude des points entiers d'une 
courbe à partir de celle d'une autre, si certains morphismes lient les deux courbes. 

La dernière section est consacrée à des applications des résultats précédents. Dans le pre- 
mier paragraphe de la section H3 se trouve la démonstration du théorème 11.51 Au paragraphe 
16. 21 nous énonçons le résultat sur les courbes de genre nul. On énonce ensuite, au paragraphe 
16.31 les résultats concernant d'autres courbes. 

2 Notations et préliminaires. 

Dans tout le texte, K désigne un corps de nombres, Dk la valeur absolue de son discrim- 
inant et Mk l'ensemble de classes d'équivalence de ces valeurs absolues normalisées de façon 
à ce que la formule du produit pour un élément non nul x de K s'écrive Il^gAfx l x l^ = ^' °^ 
d v est le degré local en la place v. 

Notons Vk l'ensemble des idéaux premiers de K et V l'ensemble des nombres premiers. 
Si p € Vk divise le nombre premier p (i.e. p\p), on note e p = ord p (p) l'indice de ramification 
de p au-dessus de p et / p le degré du corps résiduel. Alors 

dp = [K p : Q p ] = e p / p , Y, e pfp =i K: Q] et N K/Q (p) = pf> . (1) 

P\p 
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On pose \x\p = p~ ord f ( x )/ e p et, pour toute place v de Mk, on pose v(x) = — log \x\ v , avec la 
convention v(0) = oo. 

Si 5 est un ensemble fini de places du corps K contenant les places archimédiennes, Ok 
et Ok,s désignent respectivement l'anneau des entiers et l'anneau des 5-entiers de K. 

Si v est une place ultramétrique de K correspondant à l'idéal premier p, N(v) = N k /q(p) 
désigne la norme de l'idéal p (et on identifie v â p). Si v est une place archimédienne, on pose 
N(v) = 1. Souvent dans le texte, on considérera 

E s = ^ogN(v). 

Si L est une extension finie de K, et S' est l'ensemble de places de L qui étendent celles de 
S, alors E s , = £ pe5 £ q|p log iV(q) < £ pe5 £ q | P £ log N(p) <[L : K] Es, i.e. 

£ S ' < : K]E S . (2) 

On note P(S) = {p G P/ 3p G S', p\p} l'ensemble des caractéristiques résiduelles de S, et 
P leur maximum. On montre facilement que 

{[K : Q] card(P(5)))- 1 E 5 < log P < E s , (3) 

et aussi que 

card(S) < [K : Q] card(P(5)). (4) 

On note /i : P n (Q) — ► [0, oo) la hauteur logarithmique absolue de Weil, et, pour x dans 
P n (K), on note hx(x) = [K : Q] /i(x) la hauteur relative à iT. Avec ces notations, 

h L (x) = [L:K)h K (x). (5) 

Si a est un nombre algébrique, h(a) = h(a : 1). Si a, b, c sont des éléments non nuls de K 
tels que a + b = c, on démontre localement que 

h K (a : b : c) < h K (a : c) + [K : Q] log 2. (6) 

Pour un point P = (xq : x\ : x-i) de P 2 (K), on définit (cf. le radical de P par : 

rad^(P) = ^logiV A7Q (p), 

où I = {p € Vk / card{v p (xo), Vp(xi), Vp(x2)} > 2}. Il dépend du corps de rationalité K. Si 
a, b et c sont des entiers rationnels premiers entre eux, on a radq(a : b : c) = logllpiafecP- 

Pour tout r appartenant à K, on pose P r = (r : 1 — r : 1) G P 2 (.fT) et on peut montrer 
facilement que 

rad^(P r ) = Y, logJV(p), (7) 

où PT r = {p G Pif/ f p (r) < ou ?; p (r) > ou î; p (l - r) > 0}. 

Le lemme l2~T1 sert à démontrer le théorème ll.5l et le lemme l2~2l Ce dernier intervient dans 
les démonstrations du théorème 11.41 et de la proposition 15.31 
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Lemme 2.1. Il existe un nombre réel strictement positif, noté dans toute la suite cq, tel 
que pour tout corps de nombres K , tout ensemble fini S de places ultramétriques de K , si 
card(P(5')) > 3, alors 

card(P(ff)) < cq - < cq ^ S 



log Sp (5 ) log E s ' 

Démonstration du lemme 12.11 

On note r = card(P(5)) et on remarque que £p(s) est supérieur ou égal à la somme 
T r des logarithmes des r plus petits nombres premiers, et que = Epgs 1 l°g-^(p) = 

E pG p(5) Ep|p /plogp > E pe p(5) l °ëP = ^P{S)- 

De plus, pour x > e, la fonction x i— » t^— est croissante, et comme, pour r > 3, on a 
e < T r < £p(5) < S5, alors, d'après le théorème des nombres premiers, on obtient 

c ~ logT r ~ logS P(5) ~ log Es' 

□ 

Lemme 2.2. Soit L/K une extension de corps de nombres. Notons 5l/k son discriminant 
relatif et R = Rl/k l'ensemble des places de Mr correspondant aux idéaux premiers au- 
dessus desquels l'extension se ramifie, c'est-à-dire tels que Vp{ô^/j^) > 0. On désigne par 
P(R) l'ensemble des caractéristiques résiduelles de R. Si card(P(P)) > 3, alors 

logD L <[L:K] (\ogD K + £p + c [K : Q] log[L : K]- E/,> 



log T, R 



K] f E P eR log N(p) + ]og[L : K] EpeR 

K] (Ep + log[L : E p£ p(h) E P | P epf 9 ) 
K] (Sp + [if : Q] log[L : if] card(P(P))) . 



Démonstration du lemme 12.21 

On a logP L = log N K/Q (Ô L/K ) + [L : K]\ogD K et N K/Q (6 L/K ) = UpeR N(p)° lM5) - 
D'après le corollaire à la proposition 2, §1 de |2T] . 

ord p (5 L/x ) < [L : K] - 1 + [L : K]e p l ° ë ^ ^ , 

d'où 

logiV^ /Q (5 L/x ) < ^ pe/? ([L:if] + [L:if] ep ^L|^l)logAr(p) 

= 

= 
= 

On conclut en appliquant le lemme l2~Tl à l'ensemble des places R. □ 

Dans toute la suite, U désigne une courbe algébrique affine de genre g définie sur K, U la 
normalisée de U et C la courbe complète la contenant. On notera Uoo = C\U = {Pi, . . . , Pt} 
l'ensemble des "points à l'infini" . 

On notera hjj une fonction hauteur définie sur la courbe U relative à un diviseur de degré 
1. Par exemple, on peut prendre 

h v = h f = -j-p- h o /, 
deg(/) 
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où / G K{U) est une fonction non constante sur U et h est la hauteur sur P X (Q) définie 
précédemment. Si g est une autre fonction non constante sur U, on a (cf., par exemple, le 
théorème B.5.9 de pour tout x de U(K), 



où la constante c ne dépend que de la courbe U et des fonctions g et /. 

Soit D G Div(C) un diviseur très ample dont le support supp(Z?) est l'ensemble des 
points Uoo- On notera U(Ok,s) l'ensemble des points iT-rationnels de la courbe U qui ont des 
coordonnées dans l'anneau Ok,s des S'-entiers par rapport au plongement affine $d : U 
A n , donné par D. 

Notons C un modèle de C au-dessus de S = Spec(OK,s), c'est-à-dire que C — > S est 
un schéma projectif et plat, tel que sa fibre générique est isomorphe à C. Alors U = C \ 

supp(-D) — > S est un schéma dont la fibre générique est isomorphe à U. 

Un point x de U(K) est S-entier si et seulement s'il se prolonge en une section o x au- 
dessus de S. Dans ce cas là, pour tout idéal premier p correspondant à une place v de S, le 
point x est p-entier (i.e. v p (x) > 0) et a x (p) appartient à la fibre spéciale Up. Nous identifions 
l'ensemble des points S'-entiers de la courbe U avec l'ensemble IA{S) des morphismes de S 
dans U au-dessus de Spec(K), via l'isomorphisme 



Pour les démonstrations du théorème 11.41 et de la proposition 15.. 3| nous aurons besoin des 
lemmes 12.41 et 1231 Nous démontrons ce dernier en utilisant le lemme suivant. 

Lemme 2.3. Soient K un corps de nombres et S un ensemble fini de places de K. Les 
revêtements étales de Spec(ÛK,s) sont des réunions finies de Spec(Oz, i 5') où L/K est une 
extension finie, de degré [L : K] inférieur ou égal au degré du revêtement, non ramifiée en 
dehors de l'ensemble S, et S' = {w G Ml/ 3t> G S, w\v}. 

Démonstration du lemme 12. 3L 

On pose A = Ok,s et Y = Spec(A). Soit X un revêtement étale de Y et X = UiçiXi sa 
décomposition en composantes connexes. L'ensemble I est fini et, pour tout % G /, Xi est un 
revêtement étale connexe de Y. 

Soit i G I- On note Lj = R{Xi) l'anneau des fonctions rationnelles de Xi et Y- le normalisé 
de Y dans Lj. D'après le corollaire 10.2 de [H] I, Xi est isomorphe à Yf. Or, d'après le corollaire 
10.3 de [5] I, le foncteur X i— > R{X) établit une équivalence entre la catégorie des revêtements 
étales connexes de Y et celle des extensions finies L/K non ramifiées sur Y = Spec(Ox) \ S, 
donc Li/K est une extension finie non ramifiée en dehors de S. 

Comme le foncteur inverse est le foncteur normalisation, alors Xi a pour anneau le nor- 
malisé A\ de A dans Lj, i.e. Xj = Spec(^) où A\ = O l . s i, et est l'ensemble de places du 
corps Li qui sont au-dessus de celles de S. 

On a donc, X = Uj e /Spec(O i . 5/), ce qui démontre le lemme. □ 

Lemme 2.4. Soit f : X — ► Y un morphisme de courbes projectives, défini sur un corps de 
nombres K. Il existe un ensemble fini Sq de places de K et des modèles X et y de X et de 




(8) 



U(p KtS ) 



) * U{S) 



x i— > o~ x . 
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Y au-dessus de B = Spec(Ox,So) ^ s 1 ue f se prolonge en un morphisme f : X — > y et, de 
plus, 

i) si f est fini, il en est de même de f, et dans ce cas, deg(/) = deg(/), 

ii) si, en plus, f est non ramifié en dehors des points {P%, ■ ■ ■ ,P r } de Y, alors, pour tout 
p S B, le morphisme f restreint à la fibre Xp est non ramifié en dehors de {c r p 1 (p), . . . , cp r (p)}. 

Dans ce cas, X \ / _1 ({Pi, . . . ,P r }) — > y \ {P\, . . . , P r } est un revêtement étale. 

La démonstration du lemme 12,41 repose sur le fait que si un nombre, un discriminant, 
par exemple, est non nul, il en sera de même pour sa réduction modulo p, pour tout nombre 
premier p sauf un nombre fini. On dit souvent que X, Y et / ont "bonne réduction" en dehors 
de So- 

Le lemme suivant est la version affine du théorème de Chevalley-Weil (cf. 20 §4.2). 
Lemme 2.5. Soient K un corps de nombres, Sq un ensemble fini de places de K et (p : V — ► 
W un revêtement étale de courbes affines défini sur Spec(OK,s )- Soient S\ un ensemble fini 
de places de K, y un point S\-entier de la fibre générique de W et x un point de V^(Q) qui 
relève y. 

Alors le corps de définition L = K(x) du point x est une extension finie de K de degré 
[L : K] < deg (</>), non ramifiée en dehors de l'ensemble S = S\ U Sq. De plus, le point x se 
prolonge en une section a x au-dessus de Ol,s' ou S' = {w G Ml/ 3v E S, w\v). 
Démonstration du lemme 12.51 

Le point y étant 5-entier, où S = So U Si, il nous fournit un morphisme de Spec(Oi^s') 
dans W. Considérons le produit fibré de V par Spec(Oj^ i s) au-dessus de W : 

Spec(0^ s )x w V — ► V 

Spec(0 K)S ) — » W. 

Le schéma Spec(OK,s) x w V est obtenu à partir de V par changement de base; le 
morphisme <fi : V — ► W étant un revêtement étale, il en est donc de même de pr\ : 
Spec(OK,s) x w V — ► Spec(OK,s) (cf. .9 IX proposition 1.3). De plus, le degré du mor- 
phisme pr\ est égal à celui de <f>. 

D'après le lemme I2~ïïl Spec(OK,s) x w V = \J i£l Spec(0 L . S /), où, pour tout i G J, l'ex- 
tension Li/K est finie, de degré [Li : K] < deg(pri) = deg(çS>), non ramifiée en dehors de 
l'ensemble S, et S^ = {w € MiJ 3v € S, w\v}. 

Par ailleurs, le point x de V à valeurs dans Q correspond à un morphisme Spec(Q) — > V, 
et l'inclusion Ok,s C Q, nous fournit un autre morphisme t : Spec(Q) — > Spec(OA',,s)- Par 
la propriété universelle du produit fibré, on en déduit qu'il existe un morphisme Spec(Q) — > 
Uie/ Spec(0^. 5') tel que le diagramme suivant soit commutatif : 




Spec(0^ i5 ) ^ W. 

Le spectre d'un corps étant réduit à un point, le schéma Spec(Q) = {(0)} s'envoie sur une 
des composantes connexes de (J 4 Spec(O i . g/), disons sur Spec(0^ j 5'). 
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Ainsi, le morphisme x : Spec(Q) — ► V se factorise par Spec^O^s'), ce qui revient à dire 
que x se prolonge en une section de V au-dessus de Spec(0^ 5/). Ceci démontre le lemme l2~ïïl 
□ 



3 De "Siegel uniforme" à abc. 

Dans le but d'étendre le résultat de L. Moret-Bailly |16| aux points «S-entiers, nous avons 
cherché à formuler un raffinement du théorème de Siegel. En suivant les lignes suggérées par 
N. Elkies (cf. [B] et aussi [$.), nous montrons dans j^Hl que la conjecture 11.11 impliquerait une 
version effective du théorème de Siegel, i.e. une borne pour la hauteur des points S-entiers, 
où la dépendance en l'ensemble de places S est mise en évidence. De plus, si le nombre c £) k 
de la conjecture ll.ll était explicite, cette borne serait elle aussi explicite. 

On peut essayer de préciser qu'elle pourrait être la dépendance en K de c £: k- D.W. Masser 
|15j . en définissant un radical ramifié, montre qu'il faut faire apparaître le logarithme de la 
valeur absolue Dk du discriminant avec un coefficient > 1. Considérons ce raffinement de la 
conjecture 06c, ce qui donnerait, avec la définition de radical de la section [2] (cf. 15 j (1.12)), 
c e ,k < 2(1 + e)logDx + ^ejifiQi- En rajoutant ceci dans la preuve du théorème 1 de 
nous obtenons l'énoncé suivant. 

Théorème 3.1. Soient K un corps de nombres, U une courbe algébrique affine définie sur 
K telle que x(U) soit strictement négative, S un ensemble fini de places de K et hu,K une 
fonction hauteur définie sur U(K) associée à un diviseur de degré 1. 

Supposons vraie la conjecture avec c £ ,k < 2(1 + e)\og Dk + k £ ^.ç^, où le nombre 
k £ ,[K-.Q] ne dépend que de e et du degré [K : Q]. 

Pour tout e E]0, — x(U)[ et tout point S-entier x de U, il existe une constante k ne 
dépendant que du degré [K : Q], de la courbe U, du choix de la hauteur hjj,K et de e, telle 
que 

De plus, si le nombre fceji^Q] était effectif, il en serait de même pour k. 

En nous inspirant d'une part par l'hypothèse du type "Mordell effectif fomulée par L. 
Moret-Bailly dans e t> d'autre part, par la borne ©, nous formulons l'hypothèse EU Nous 
montrons ensuite (théorème ll.4j) comment une telle borne, valable sur une courbe donnée, 
impliquerait une version faible de la coniecture ll.il 

Remarque 3.2. 1) L'hypothèse 11.31 est indépendante de la fonction hauteur choisie. (Cf. 
l'inégalité © de la section [21) 

2) L'hypothèse 11.31 est trivialement fausse si on ne suppose pas x(U) < 0. 

L'hvpothèse ll.3l peut être vue comme l'analogue de plusieurs résultats concernant les corps 
de fonctions. On y voit apparaître, en particulier, la dépendance en l'ensemble de places S. 
(Cf., par exemple, l'appendice de |2ïïj pour des énoncés plus détaillés.) 

Théorème 3.3. Soient K = k(B) un corps de fonctions, C une courbe définie sur K et h une 
fonction hauteur définie sur C associée à un diviseur de C de degré 1. Soit U un ouvert affine 
de C tel que x(U) < 0. Alors pour toute extension finie L = k(B') de K et tout ensemble fini 
S de places de L, on a, pour tout point S-entier P de U{Ol,s), 

h L (P) < ci card(S) + c 2 (2g L - 2) + c 3 , 
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où h,L = [L : K]h et gi = g(B') désigne le genre de l'extension L et les nombres c\ et C2 ne 
dépendent que de la courbe U et C3 dépend de U, du choix de la hauteur h et du degré [L : K]. 

Remarquons que 2gi~2 (respectivement card(S')) est l'analogue pour les corps de fonctions 
de log£> L (resp .jg glogJV(p)). 

Le théorème 13.31 résulte de trois types de résultats connus. Dans le cas où le genre est nul 
et que la courbe a au moins trois points à l'infini, on peut prendre c\ = C2 = 1 = —^jjpj- (C'est 
essentiellement le théorème de R.C. Mason (lemme 2 de |14j). analogue de la conjecture abc.) 
Dans le cas où g et t sont égaux à 1, on peut prendre c\ = C2 = 2 = 3 ^jy- (Voir, par exemple, 
le résultat de M. Hindry et J. Silverman ^J.) Dans le cas où le genre g est supérieur ou égal 
à 2 et t est nul, on peut prendre c\ = et C2 = (cf. les travaux de P. Vojta [2S], L. 

Szpiro |2Zj et H. Esnault et E. Viehweg [Zj). 

D'après la borne @ ainsi que les résultats sur les corps de fonctions ici mentionnés, une 
version optimiste de 1 ' hvp ot hèse 1 1 . 31 serait de considérer des constantes k\ et k 2 indépendantes 
de ô, peut-être dépendant que de la caractéristique d'Euler-Poincaré de la courbe. (Le nombre 
C3 dépendra de la courbe, du choix de la fonction hauteur et du degré de l'extension de corps 
de nombres.) 

Démonstration du théorème 11. 4L 

Soit U une courbe affine définie sur un corps de nombres K, de genre g et ayant t points 
à l'infini, notés {Pi, . . . , Pj}, et telle que x(U) < 0. Soit C la courbe projective la contenant. 

On applique le théorème 11.21 à la courbe C. Soit / : C — ► P 1 une fonction de Belyï de 
degré d, non ramifiée en dehors de 0,1 et l'infini, et telle que /({Pi,... , Ps}) C {0,1, 00}. 
On note Xf = C \ / _1 ({0, 1, 00}) la courbe affine obtenue à partir de C en lui enlevant les 
points de ramification de la fonction / et Y = P 1 \ {0, 1, 00}. D'après le lemme l2~H il existe 
un ensemble fini Sq de places de K et des modèles X et y de C et, respectivement de P 1 
au-dessus de Spec(O^: i 5 ) tels que, si on note X' = X \ / _1 ({0, 1, 00}) et y' = y \ {0, 1, 00}, 
alors / : X' — ► y' est un revêtement étale de degré d. 

Soient a, b et c des nombres algébriques non nuls appartenant à K tels que a + b = c. On 
pose 

Si = {p € VkI v pi a / c ) < ou v p [a/c) > ou v p (b/c) > 0}, 
de façon à ce que X^peSi l°S-^(p) = rad^(a : b : c). 

Plongeons Y = P 1 \ {0, 1, 00} dans A 3 à l'aide des fonctions x = T, y = ^ et z = î^r- 
Le point y = (- : 1) de la courbe Y a pour coordonnées afines (-, -, |). Comme les nombres 
^, ^ et | sont des Si-unités, y est un point S'i-entier de Y. 

Soit x dans Xf(Q) un antécédent par / de y. D'après le lemme 12*31 appliq ué à / : X' — > y' , 
le corps de définition L = K{x) du point x est une extension finie de K de degré [L : K] < 
deg(/) = d, non ramifiée en dehors de l'ensemble S = So U Si, et, de plus, le point x se 
prolonge en une section a x au-dessus de Ol,s' où S' = {q € Ml,/ 3p G S, q|p}. 

Appliquons l'hypothèse 11.31 à la courbe U définie sur K, à ô = d, à l'extension de corps 
de nombres L/K de degré [L : K] < ô, â la fonction hauteur hu,L = ^/,L = dëgTfl 
relative à la fonction de Belyï / et au corps L, à l'ensemble de places 5" C Ml et au point x 
de Xf C U qui relève y. On a 

h f , L (x) < h ^logA L/Q (q) +k 2 logD L + k 3 , (10) 
qes' 
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où les constantes ki(U, hf, (^i^ix^S} ne dépendent pas du point x ni de a, b et c. 
Regardons les éléments qui apparaissent dans cette inégalité. 
D'après l'égalité ©, et parce que /(x) = (| : 1), 

hf,L(x) = de g^ h L(f( x )) = L d K M a : c). 
D'après l'inégalité (JïïJ), hx(a : c) > hx(a : b : c) — [K : Q] log2, et comme, [L : K ] < d, alors 

h ftL (x) > ^^-h K (a :b:c)-[K: Q]log2. (11) 
Grâce à la formule © on a 

X s > <[L:K] £ 5 . (12) 

Pour majorer la valeur absolue du discriminant du corps L, par rapport à celle du 
corps de base K, quitte à élargir Sq pour que card(P(5)) > 3, on applique le lemme l2~2l à 
l'extension L/K, qui d'après le lemme l2~51 a pour ensemble de ramification Rl/k C S. D'où 

\ogD L <[L:K] (logD K + S 5 + c [K : Q] log[L : K}-^-) . (13) 

En remplaçant dans l'inégalité (|l(Jj) les inégalités ((TTj) . (IT2*)) et (fTÏÏ|) . et en remarquant que 

peSoUSi peSo peSi 

où ko = T,s ne dépend que de la courbe U et du choix de la fonction de Belyï, on obtient 
l'inégalité 

ut h \<r ai u \ i rad x (q : b : c) + k 

h K {a : 6 : c) < 7i rad^(a : b : c) + 72 - — , . , + 73, 

log(radif(a : : c) + feo) 

où 71 = (ki + fc 2 ) d, 72 = c k 2 d log d [if : Q] 

et "/3 = dk 2 log + d ([if : Q] log 2 + k (ki + fc 2 ) + fca) • 

Les constantes (7i)i<ï<3 et ko dépendent de la courbe U et du corps de nombres K qui 
ont été fixés au début de la démonstration, mais pas du point y = (| : 1). Ceci achève la 
démonstration du théorème 11.41 □ 



4 P \ {0,l,oo}, équation aux S'-unités et conjecture abc. 

Dans le cas où notre courbe affine U est P 1 \ {0, l,oo}, la situation est beaucoup plus 
simple : on n'a pas besoin de toute la force de la conjecture abc pour borner la hauteur des 
points 5-entiers de P 1 \ {0, 1, 00} ; ni d'une hypothèse de type "Siegel uniforme!' sur la courbe 
qui fasse intervenir une extension de corps, pour aboutir à la conjecture abc. 
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Théorème 4.1. Soient K un corps de nombres et <j) une fonction positive croissante définie 
sur R + et dépendant éventuellement de K . On considère les assertions suivantes : 

i) pour tout triplet (a,b,c) de nombres algébriques appartenant au corps de nombres K, 
non nuls et tels que a + b = c, on a 

h K (a :b:c)< 0(rad#(a : b : c)) + u [K : Q] log 2; 

ii) pour tout ensemble fini S de places de K et tout couple (u,v) de S -unités vérifiant 
l'équation u + v = 1, on a 

max{h K (u), h K (v)} < (£5) . 

L'assertion i) avec lu = implique l'assertion ii). 
L'assertion ii) implique l'assertion i) avec u = 1. 

La conjecture 11 , Il est obtenue à partir de l'assertion i) en prenant <j){x) = (1 + e)x + c £ ^k- 
Théorème 4.2. Soient K un corps de nombres, S un ensemble fini de places de K et Bk,s 
un nombre réel positif. En plongeant U = P 1 \ {0,1, 00} dans l'espace affine A 3 , on peut 
choisir la hauteur h\j^x de façon à avoir une équivalence entre : 

i) tout couple (u,v) de S-unités tel que u + v = 1, vérifie 

max{/i^(u), h K {v)} < B K ,SI et 

ii) tout point S-entier P de P 1 \ {0, 1, 00} vérifie 

hu,K{P) < B K ,s- 

L'assertion ii) ci-dessus avec Bk,s = C1S5 + C2 est le cas particulier de l'hypothèse ESI 
lorsque U = P 1 \ {0, 1, 00} et 8 = 1. 

Si l'on considère des points entiers sur Z, i.e. K = Q et S = M^, les théorèmes 14.11 et 
14.21 sont vides car l'ensemble U(Z) est lui-même vide, ainsi que l'ensemble des solutions de 
l'équation u + v = 1. Le problème n'est intéressant que si l'on fait varier S. 

Démonstration du théorème 14.11 

On fixe K et <f> vérifiant les hypothèses du théorème. 
L'assertion i) implique l'assertion ii). 

Soient S un ensemble fini de places de K et u, v des S-unités de K vérifiant l'équation 
u + v = 1. On pose u = - et v = | avec a, b et c des éléments non nuls de K. Alors 

u + v = l^r-a + b = c. 

On a hxip, : b : c) = hic(u : v : 1) > max{/tx(«), hxivj} et, d'après l'égalité (JJJ), 

radif (a : b : c) = rad^(^ : 1 — u : 1) = logiV(p), 

peH u 

où H u = {p € VkI v p (u) < ou v p (u) > ou v p (l - u) > 0}. 

Comme u et 1 — u sont des S-unités, si la valuation Vp n'appartient pas à S, alors Vp(u) 
et v p (l — u) sont nulles, et donc la valuation v p n'appartient pas à H u , c'est-à-dire que 
(vp G H u =4> Vp £ S) i.e. H u C S. On en déduit que 

md K (a :b:c)< ^logiV(p) = S s . 
pes 



11 



Par hypothèse, 1ik(cl : b : c) < (/>(rad^(a : b : c)) et comme la fonction <f> est croissante, 

max{h K (u), h K (v)} < 4> (E 5 ) . 

□ 

L'assertion ii) implique l'assertion i). 

Soient a, b et c des nombres algébriques appartenant à K, non nuls et vérifiant a + b = c. 
On pose S = {p G Vk/ v p (a/c) ou v p (b/c) > 0}. Alors 

a b 
u = — et v = - 

c c 

sont des S- unités qui vérifient l'équation u + v = 1. On leur applique l'assertion ii). Comme 
a + b = c, d'après l'inégalité ©, et parce que /i^:(a : c) = 1ik(u), on a : 6 : c) < 

max{/i^(it), /tir(f)} + [K : Q]log2 et, d'après le (J7J), 

Es = radx(« :b : c). 

On en déduit que : b : c) < (j) (rad^(a : b : c)) + [if : Q] log2. □ 

Démonstration du théorème 14.21 

On plonge U = P 1 \ {0, 1, oo} dans A 3 à l'aide des fonctions x = T, y = et z = jhf- 
On pose aussi t = 1 — x. Les fonctions x et t prennent aux points 5-entiers de U des valeurs 
dans Ok,s et on a les relations 

xy = 1, zt = 1 et £ + t = 1, 

ce qui veut dire que x et t sont des S-unités de somme 1. 

Ainsi, à un point P de U(Ok,s) on associe, en posant u = x{P) et v = t(P), un couple 
(u, v) de S-unités vérifiant u + v = 1, auxquelles nous pouvons appliquer l'assertion i). 

Réciproquement, à un couple (u,v) de 5-unités vérifiant l'équation u + v = 1, on fait 
correspondre le point S'-entier P de P 1 \ {0, 1, oo} tel que x(P) = u, auquel nous appliquons 
l'assertion ii). Par symétrie, nous pouvons supposer que hx(v) < hx{u). 

En choisissant hu,K = hjc o x, on a le résultat cherché dans les deux situations. □ 

Remarque 4.3. On peut considérer une équation aux unités plus générale. 

Soient A et B des éléments de K non nuls. Etant fixés le corps de nombres K et la fonction 
4>, l'assertion ii) du théorème 14 . 1 1 est équivalente à : 

ii') Pour tout ensemble fini S de places de K et tout couple (u,v) de S -unités vérifiant 
l'équation Au + Bv = 1, on a 

max{h K (u), h K (v)} < 4> (S 5 + c A b) + c' AB , 

où c AB = H Tab , T ab = {p G V K / v p {A) + ou Vp(B) / 0} et c' AB = h K {A~ l : B' 1 : 1). 
Démonstration de la remarque 14. 3L 

Dans le sens réciproque c'est trivial, il suffit de prendre A = B = 1. On a alors cab = 
c 'ab = 0- P° ur I e sens direct, supposons vraie l'assertion ii). Soient A,B G K non nuls, S 
un ensemble fini de places de K et u, v G 0* K s vérifiant l'équation Au + Bv = 1. Posons 
S' = S U Tab- Alors Au et Bv sont des S"-unités auxquelles on applique la borne de ii). 
Comme la fonction <j) est croissante, on obtient 

h K (Au :Bv.l)<<p (Eg/) < <p (E s + S Tas ) . 

On conclut en remarquant que Hk(u :«:!)< hx{Au : Bv : 1) + h^iA^ 1 : B^ 1 : 1). □ 
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5 Morphismes de réduction. 



Depuis les travaux de CL. Siegel, il est connu que la recherche de solutions (S 1 -) entières sur 
certaines équations diophantiennes, peut se ramener à la résolution de l'équation u + v = 1 
en (S'-)unités. C'est ainsi que le résultat (effectif) de A. Baker sur l'équation aux unités 
(obtenu grâce à son célèbre théorème sur les formes linéaires de logarithmes) a été étendu à 
d'autres équations. Dans j2ïï| §8.1, J.-P. Serre donne deux énoncés permettant de déduire la 
finitude des points entiers d'une courbe, à partir d'une autre, à l'aide de certains morphismes. 
Le principe de réduction est explicite de façon très géométrique et claire dans j^U] et déjà 
présent implicitement dans |13j . Pour le premier énoncé, on demande que le morphisme soit 
fini, et pour le second, qu'il soit un revêtement étale. Ces deux résultats sont ici rendus 
"effectifs" au sens où l'on borne la hauteur des points 5-entiers en fonction de S, ainsi que du 
corps de rationalité de la courbe. Nous avons choisi d'exprimer la dépendance en l'ensemble 
S avec Es = X^eS N(v), mais aussi avec son cardinal et le maximum des caractéristiques 
résiduelles, max P(S), qui apparaissent souvent dans la litérature. (On peut comparer ces 
quantités entre elles à l'aide des inégalités de la section [2J) 

Étant fixés un corps de nombres K, une courbe affine U définie sur K, une fonction 
hauteur hjj définie sur U, et un entier naturel n > 1, on considère la propriété "effective" de 
finitude suivante. 

Propriété 5.1. (Pu,K,n) 

// existe une jonction positive Bjj en cinq variables, croissante en chaque variable, telle 
que, pour toute extension L/K de degré [L : K] < n, tout ensemble fini T de places de L et 
tout point x de U{Ol,t), on ait 

huix) < ^(£ T ,card(T),maxP(T),logZ) L ,[L : Q]). 

Cette propriété ne dépend pas de la fonction hauteur choisie (cf. l'inégalité (JHJ)). En re- 
vanche, la fonction Bu en dépend. 

Proposition 5.2. Soient (j) : X — > Y un morphisme fini de courbes algébriques affines défini 
sur un corps de nombres K et hx et hy des hauteurs sur X et Y . Supposons que la courbe 
Y vérifie la propriété (Py,k,ii) pour n = 1 et une fonction By . 

Alors la courbe X vérifie la propriété (Px,K,n) pour n = 1 et une fonction Bx- De plus, 
on peut choisir la fonction Bx vérifiant : 

il existe des réels u^^v^ et ne dépendant que de (p : X — > Y, et 7 > 0, tels que 

B x {u,v,w, z,d) = ^ By(u + u^,v + v^,w + w^, z,d). 

Proposition 5.3. Soit 4> '■ X — > Y un morphisme de courbes algébriques affines de degré 
d^, défini sur un corps de nombres K. Supposons 4> fini, surjectif et non ramifié. Soient hx 
et hy des fonctions hauteurs sur X et Y , respectivement. Soit n > d^ et supposons que la 
courbe X vérifie la propriété (Px,K,n) pour une fonction Bx- 

Alors la courbe Y vérifie la propriété (Py,k,iî) pour 6 = -j- et une fonction By. De plus, 
on peut choisir la fonction By vérifiant : 

il existe des réels «0,^^ et ne dépendant que de (p : X — > Y, et 7 > 0, tels que 

B Y (u, v, w, z, d) = 7 Bxid^iu + u^), d^v + v^), w + w^, 7^, d^ d), 
où 7(2 = d^(z + u + u<f, + cq d log((i^,) 1 "fa"^ \ ) ^ cq est la constante absolue du lemm,e [Ql 
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Sous les hypothèses de la proposition 15.31 si Y vérifie (Py,k,ii); alors X vérifie (Px,K,n)- 
Remarque 5.4. Dans les propositions 15.21 et 15.31 on peut choisir = S^,,^ = carc^S^) 
et = max P(S^), où est l'ensemble fini des places en lesquelles les courbes X ou Y ou 
le morphisme <f> ont "mauvaise réduction". Le nombre 7 dépend du morphisme (j) : X — > Y, 
ainsi que des choix des hauteurs hx et hy. 

Remarque 5.5. Notons toutefois que nous ne pouvons pas appliquer la proposition 15.21 
à la fonction de Belyï associée à une courbe U pour borner la hauteur de ses points S- 
entiers à partir des bornes inconditionnelles connues pour la hauteur des points S-entiers de 
P 1 \ {0, l,oo}. En effet, le théorème de Belyï nous permet d'appliquer la proposition 15.21 à 
l'ouvert X = Xf, et non pas à U, car il nous donne l'inclusion /(f/oo) C {0, 1, 00}, mais pas 
l'égalité. 

Démonstration de la proposition 15.21 

Soient hx et hy deux fonctions hauteurs définies respectivement sur la courbe X et la 
courbe Y, associées à des diviseurs de degré 1. Alors la fonction dc ^^ hy o <fi est une hauteur 
sur X associée à un diviseur de degré 1. D'après la théorie des hauteurs (cf. l'inégalité Q), 
pour tout point rationnel x de X, on a 

h x (x) < -^—hy^ix)) + O(VMM), 
deg(0) 

où la constante implicite ne dépend que des courbes X et Y, des hauteurs hx et hy et du 
morphisme 4>. 

Si S est un ensemble fini de places du corps K et si le point x est 5-entier, alors 4>(x) est 
un point S"-entier de la courbe Y, où S' = S U pour un ensemble fini ne dépendant 
que du morphisme <p : X — > Y. En remarquant d'une part que S 5/ < S 5 + £5^, que 
card(S") < card(S) + card(Sçi) et que maxP(S") < maxP(5') + max P(S ( p), et d'autre part 
que la fonction By est positive et croissante, on obtient 

/iy(0(x)) < B Y {Z S + £s ,card(S) + card(^), maxP(S) + maxP(^), log D K , [K : Q]); 

ce qui nous permet de conclure. □ 

Démonstration de la proposition 15.31 

Soit L/K une extension de corps de degré [L : K] < -j-. 

Notons X (respectivement Y) la complétée de X (resp. de Y) et = X\X (resp. Y^) les 
points "à l'infini". Le morphisme (j) '■ X — > Y s'étend en un morphisme (toujours noté <j)) de 
X vers Y. Comme il est fini, cj)^ 1 (Y 00 ) = X^. D'après le lemme l2~11 il existe un ensemble fini 
Sff, de places de L en dehors duquel <fi s'étend en un revêtement étale <p : X\ X^ — > y \ Y^. 

Soient S un ensemble fini de places de L et y un point S-entier de Y. Comme le morphisme 
4> est surjectif, on peut relever le point y en un point x de X(Q). 

D'après le lemme IÏÏ3| le corps de rationalité M = L(x) de x est une extension finie, de 
degré [M : L] < d<p et non ramifiée en dehors de l'ensemble S U S^. De plus, le point x est 
5"-entier, où S' est l'ensemble de places de M au-dessus de celles de S U S^. 

Soit hx une fonction hauteur définie sur la courbe X. Comme [M : K] < = n, 

appliquons l'hypothèse à la fonction hauteur hx, à l'extension M de K, à l'ensemble de 
places S' et au point x qui relève y. On a 

h x (x) < Px(S 5 ',card( < S , ),maxP(S / ),logZ) A/ ,[M : Q]). 



14 



En appliquant l'inégalité ©, on a S 5/ < [M : LjEsys < d<f>(Es + E^). De plus, card(S") < 
[M : L] card(S U 5 ) < efy (card(S) + card(S^)) et max P(S') = max P(S U fy) < max P(S) + 
maxP(S^). Grâce au lemme [2~21 on majore la valeur absolue du discriminant de l'extension 
M en fonction de celle du corps de base L. On a logZ?M < jl, où 

7 l = UgD L + S S + S 50 + c [L : Q] log(^) ,t + ^ff r ) 

et co est la constante du lemme ITT1 D'où 

hx(x) < B x (d (f> (£5 + £5^),^ (card(S) + card(S^)), maxP(5) + max P(5^), 7l, [L : Q]). 

Par ailleurs, si hy est une fonction hauteur définie sur la courbe Y et associée à un diviseur 
de degré 1, alors 4-ihy ° <j>) est une fonction hauteur définie sur la courbe X associée à un 
diviseur de degré 1 et on a (cf. l'inégalité JBJ)) 



h Y (y) < dj, h x (x) + 0(y/h x (x)), 

où la constante implicite ne dépend que de X, Y, hx , hy et cj), et on peut conclure. □ 
Corollaire 5.6. Les théorèmes \4-l\ et \4-!£\ impliquent le théorème \l.J\ 
Démonstration du corollaire 15.61 

L'hypothèse lOl peut être vue comme la collection des propriétés (Pu,K,<5) pour tout 5 > 1, 
avec la fonction Bu(u, v, w,z,d) = k\ u + k<i z + 

D'après les théorèmes 14.11 et 14.21 qui montrent ensemble qu'un énoncé du type "Siegel 
Uniforme" pour P 1 \{0, 1, 00} impliquerait la conjecture abc, le théorème 1 1 . 41 peut être obtenu 
en appliquant la proposition EU à une fonction de Belyï / associée à la courbe U. Si la courbe 
U est définie sur un corps K, en prenant ô = deg(/), on obtient un énoncé allant dans le sens 
de la conjecture abc valable sur K. (Cf. le théorème 11.51 ) □ 



6 Applications. 

Commençons par énoncer le théorème de Y. Bugeaud et K. Gyôry [S] (concernant l'équation 
aux unités) et le théorème de Yu. Bilu [2] (version effective du théorème de Siegel pour les 
revêtements galoisiens de la droite projective), qui nous permettent d'obtenir un résultat 
inconditionnel : le théorème 11.51 

Théorème 6.1. (Bugeaud-Gyôry) Soient K un corps de nombres, H un nombre réel > e, 
A et B des éléments non nuls de K tels que m&x{h(A), h(B)} < log H etT un ensemble fini de 
places de K contenant les places archimédiennes. Les solutions u, v de l'équation Au + Bv = 1 
appartenant à 0* KT vérifient 

max{h(u),h(v)} < ~/P [K:Q] R T (log + P r )(log + (PPr)/log + P) logPT, 

où 7 est un nombre réel dépendant de [K : Q] et de card(T) ; P est le maximum des 
caractéristiques résiduelles de T, Rt est le T -régulateur et log + (.) est une notation pour 
maxjlog .,1}. 

Précisément, 7 = c ^ rd ( T ) +1 ( ca rd(r)) 5card ^ T ^ +1 °, où ck > 1 ne dépend que de [K : Q]. 
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Théorème 6.2. (Bilu) Soient K un corps de nombres, C une courbe algébrique projective de 
genre g > 1, définie sur K et x G K{C) une fonction non constante telle que x : C — ► P 1 soit 
un revêtement galoisien (i.e. Q(C)/Q(x) et une extension galoisienne) . Pour tout ensemble 
fini S de places de K contenant les places archimédiennes, on pose 

C(x,K,S) = {P G C(K)j x(P) G K)S }. 

Soient y G K(C) telle que K(C) = K(x,y) et f(X,Y) G K[X, Y] un polynôme séparable 
non nul tel que f(x, y) = 0. On pose m = deg x (f) etn = degy (/). Pour tout P de C(x, K, S) 
on a 



N 2 



h(x(P))<P N ^ \D K l[N K/Q (p) 

pes 



oùïp = 100 card(S)iV2 (log(iVcard(5)) + 0(l))+[K : Q]N 3 (h{g) + 0{N)), N = max{m, n, 3}, 
JVi = maxjra 5 , 16n 2 m 2 , 256m 3 } ; ^2 = max{n 4 , 10m 2 n} et N3 = max{mn 7 , 500m 2 n 4 }, h(g) 
désigne la hauteur du polynôme g, à savoir, la hauteur du point de l'espace projectif défini par 
les coefficients de g, et P est le maximum des caractéristiques résiduelles de l'ensemble S. 

L'inégalité du théorème 11.51 est du même ordre (exponentiel) que celle des résultats 
précédents de Stewart-Tijdeman [^5] et Stewart-Yu PU, et les constantes sont de qualité 
inférieure ; elle a néanmoins l'avantage d'être valable pour tout corps de nombres. 

Théorème 6.3. (Stewart-Yu) // existe une constante rj > effectivement calculable telle 
que, pour tout triplet (a, b, c) d'entiers naturels positifs, premiers entre eux et vérifiant a + b = 
c, on ait 

(\ 

h{a : b : c) < n radq(a : b : c) exp I -radcj(a : b : c) 



Le théorème 16 . 31 correspond à l'assertion i) du théorème l4.1l où le corps de nombres est Q, 
la fonction </> est définie par cj)(x) = nx 3 exp(|x) et u = 0. 

6.1 Vers abc. 

Pour obtenir le théorème 11.51 on majore les termes de la borne du théorème 16.11 faisant 
intervenir l'ensemble T, à savoir P, Rt et card(T), en fonction de Dk et de Et, et on applique 
le théorème 14.11 à la fonction </> de Sj- ainsi obtenue. 

Démonstration du théorème 11.51 

Soit T un ensemble fini de places du corps K et u et v des T-unités vérifiant l'équation 
u + v = 1, auxquelles on applique le théorème 16.11 On désigne par q des nombres réels ne 
dépendant que du degré [K : Q] et on pose S = T H Vk- 

La remarque 1 de nous donne loë lo g+ p T ^ ^ 2 log + Rt- Quitte à élargir S (ce qui 
modifie légèrement les nombres q ne dépendant ni de S ni de Dk), nous pouvons supposer 
que card(P(5)) > 3 et £5 > e. Alors log+ R T = log R T et R T log+ R T log ^ ( +^ T) < 2 R T . En 
appliquant succesivement le lemme 3 de j3] et le lemme 8 de 0], on obtient 

Rt<RkU n log AT(p) <c lv ^ (log Dk)^- 1 IJlogiV(p), 

pes pes 
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où \)k désigne le nombre de classes. On a alors 

max{M«)>M«)) < c 2 7(T,[^Q]) J P [A ' :Q1 ^(log^) 2[/<;QF2 (n i °g iV (P)) 2 - ( 14 ) 

peS 

D'après l'inégalité (j3J) nous avons 

p[K-Q] < exp {[iir : Q] En appliquant l'inégalité @ et le 
lemme l2~Tl on obtient card(5) < cq [K : Q] l0 gf; et comme card(T) < card(S') + [K : Q], alors 

7 < exp{csEs}. D'après l'inégalité arithmético-géométrique, ripes l°g-^(P) — Ç^s) cax ^- 
D'où l'existence de réels 71 et 73 effectivement calculables et ne dépendant que de [K : Q], 
tels que 

max{h K (u), h K (v)} < exp{ 7 iEs + \ogD K + (2 [K : Q] - 2) log log + 73}. 

On conclut en appliquant le théorème 14, Il à la fonction 4>(x) = exp{7i x + 72 log-D/f + 73}, 
avec 72 = 2[K : Q] - 1. □ 

Remarque 6.4. Bien que la borne de l'hypothèse soit plus forte que celle du théorème 
16'. "A nous pouvons déduire de ce dernier, en reprenant la démonstration du théorème \l.J\ le 
théorème \1.5\ Nous obtenons ainsi une constante absolue 72, indépendante du degré [K : Q]. 

Démonstration de la remarque 16. 4L 

Soient K un corps de nombres et a, b et c des éléments non nuls de K tels que a + b = c. 
Posons Si = {p G VkI u p(f ) / ou u p(j?) > 0}, de façon à ce que Egj = rad^(a : b : c) et 
que (a : c) G (P 1 \ {0, 1, 00}) (O k ,s)- 

Soient U la courbe d'équation affine y 2 = x 3 — x et C la courbe projective correspondant 
à l'équation homogène Y 2 Z = X 3 — XZ 2 . Notons = (0 : 1 : 0) le point à l'infini. 

Soit / une fonction de Belyï associée à la courbe C telle que f(Poa) C {0, 1, 00}. Posons 
d = deg(/). Soit p un point de C \ / _1 ({0, 1, 00}) C U qui relève le point S'-entier (a : c). 

D'après les lemmes 12.41 et 12*31 il existe un ensemble fini So d'idéaux premiers de K, tel 
que le corps de rationalité L = K(p) du point p soit une extension finie de degré [L : K] < d, 
non ramifiée en dehors de l'ensemble S = Sq U Si et le point p soit S"-entier, où S' désigne 
l'ensemble de places de L qui sont au-dessus de celles de S. 

Quitte à élargir l'ensemble So, supposons que card(P(5)) > 3. 

Au lieu de l'hypothèse "Siegel Uniforme" (U,K), appliquons ici le théorème 16.21 à la 
courbe C, au corps L, à la fonction rationnelle x et au point S"-entier p. (Avec nos notations, 
l'ensemble U{Ol^s') des points ^'-entiers de U est {(x, y) G (Ol,S') 2 / y 2 = x 3 — x} et cet 
ensemble est inclus dans celui considéré par Yu. Bilu, C(x, L, S'). De plus, la hauteur du 
polynôme définissant notre courbe est nulle.) Ainsi 

h x (p) < exp {N 2 (E s < + log D L ) + Ni[L: Q] log P + V} , 

où tp = 400 A r 2card(S / ) (log(card(5')) + A^+fL : Q] A3, P est le maximum des caractéristiques 
résiduelles de l'ensemble S' et Ni, A 2 ,A3 et A4 sont des constantes abolues, effectivement 
calculables. 

Ramenons-nous au corps A et à l'ensemble S. 

Comme [L : K] < d, d'après l'inégalité © on a E5/ < dT,s, et d'après le lemme f2~2*l 
log D L <d (log D K + E s + c [K : Q] log j . 
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Par ailleurs, l'inégalité (JÏÏJ) nous majore le maximum P des caractéristiques résiduelles de S' 
(ou de S) : logP < £5. L'inégalité (|3J), ainsi que le lemme l2~Tl appliqués à l'ensemble S", nous 
permettent de majorer le cardinal de S' : card(5") < co d [K : Q] i g Sg > ce Çl u i nous permet 
de majorer ï/j. On a 

^a;(p) < exp Ini'Es + n 2 - -f; + n 3 dlogD K + nA , 

où ni,n 2 et 724 sont des polynômes en d, logd et [if : Q] de degré inférieur ou égal à 1 en 
chacune des variables. 

Ramenons-nous maintenant à la hauteur et au radical de (a : b : c). 

Remarquons que E5 < Hg 1 + £s = radi^(a : b : c) + £s et que Sq ne dépend que de la 
courbe U et de la fonction de Belyï choisies au début. 

De plus, on a hf(p) = = MfL£l = et, d'après l'inégalité ©, 

hjc(a : b : c) log 2 



hf( P ) > 



d [K : Q] d 



Par ailleurs, d'après l'inégalité (jSJ), ^/(p) < h x (p)+n^ \/hx{p), avec 77.5 dépendant des fonctions 
x et / et de la courbe U, donc 



Ma : 6 : c) < d [iT : Q] (h x (p) + n 5 VM?) j + : Q] log 2. 

On obtient 



M a : ^ : c) < exp{7i rad^(a : 6 : c) + 72 logL»^ + 73}, 

où le nombre réel 71 dépend de d et de [K : Q] , 72 = n% d avec n§ une constante absolue et 
73 dépend de x, f, U, d et [K : Q]. Ceci achève la démonstration. □ 

Au lieu de la courbe d'équation y 2 = x 3 — x, on aurait pu prendre n'importe quel 
revêtement galoisien de la droite projective. 



6.2 Courbes de genre nul. 

Dans ce paragraphe, K est un corps de nombres, T un ensemble fini de places de K 
contenant les places archimédiennes, P est le maximum des caractéristiques résiduelles de T, 
et on pose S = T n Vk, d = [K : Q], t = card(T) et s = card(5). 

Corollaire 6.5. Tout point T-entier x de P 1 \ {0, 1, 00} vérifie : 

h K {x) < 4* 5 (* +2 ) P d (logP) 2s D K (\ogD K ) 2d - 2 , 
où le nombre Cd ne dépend que du degré d. 

Démonstration du corollaire 16.51 

On applique le théorème 14.21 à la borne (|14|). obtenue pour la hauteur des solutions en T- 
unités de l'équation u + v = 1 grâce au théorème 16.11 Puis on remarque que Ilpes l°g -^(p) < 

ïïpesh l °ëP < (iog py n pe p(s)(E P i P / P ) card{Pb} < (io g p) s ^ card ( p ( 5 )) < (d d log py. □ 
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Remarque 6.6. Si U est une courbe de genre nul ayant au moins trois points à l'infini, on 
peut appliquer la vrovosition \5. 6 A au morphisme <fi : U — > P 1 \ {0, 1, oo} qui identifie C à P 1 
et envoi sur {0, 1, oo}, et à la borne obtenue pour P 1 \ {0, 1, oo} dans le corollaire 16', 51 
pour obtenir, pour tout point x de U(Ok,t), 

hu,K(x) < c^i 5t+c ^ P d (logP) 2s+c ^ D K {\ogD K ) 2d -\ (15) 

où ci 5 et C2 j( f, ne dépendent que de <f> et dépend en plus, de d. 

à ce sujet, et contrairement à ce qui a été démontré ici, D. Poulakis obtient des résultats 
explicites. Soit F € K[X, Y] un polynôme absolument irréductible définissant une courbe de 
genre nul ayant au moins trois points à l'infini. Notons N son degré et Hk(F) son hauteur 
multiplicative. Soient x et y des T-entiers vérifiant F(x,y) = 0. Dans il montre que 

m^{h K (x),h K (y)} < W H K {Ff^ NiN+1 ° d2t V^ N ' iN+idt Df 

où V = max pe5 N(p) et 7 = N 10 " n5N+1 ° ^ * 3 . On a P < V < P d . 

La borne ()15|) donne une meilleure dépendance en le discriminant Dk ; en particulier, 
l'exposant de Dk ne dépend pas en l'ensemble S. Elle donne aussi une meilleure dépendance 
en l'ensemble de places S quand son cardinal est petit par rapport à P. 

Dans le cas particulier où T = M^, D. Poulakis 18] obtient : 

wttx{hK(x),h K (y)} < C d ,NDr° N9 H K (Fr 9N3 \ 

où £,d,N = d 17dN3 (9N 5N+4 ) 109 dN35 . On remarque ici en particulier que l'exposant de Dk ne 
dépend pas du degré d. 



6.3 Quelques équations diophantiennes. 

Définition 6.7. On dira qu'une courbe algébrique U est contrôlée par une autre courbe V du 
point de vue des points entiers, si la finitude des points (S-)entiers de U peut être déduite de 
celle des points (S-)entiers de V à l'aide de morphismes comme ceux des propositions^^ ou 

En particulier, U est contrôlée par P 1 \ {0, 1, 00} s'il existe m > 1 et un diagramme 




avec, pour tout i E {1, . . . ,m}, le morphisme (pi fini et le morphisme tpi fini, surjectif et non 
ramifié en dehors des "points à l'infini" de Vi-\- 

Voici quelques exemples de courbes contrôlées par P 1 \ {0,1, 00} : les courbes données 
par une équation de Thue, les elliptiques, les super elliptiques et les courbes hyperelliptiques 
ayant un point de Weierstrass à l'infini. 

Corollaire 6.8. Soit U une courbe affine définie sur un corps de nombres K de degré d = 
[K : Q] telle que x{U) < et hjj une hauteur sur U. Supposons que U est contrôlée par 
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P 1 \ {0,l,oo} au sens de la définition \b'.7\ Soit S un ensemble fini de places de K et P le 
maximum de ses caractéristiques résiduelles. Pour tout point S -entier x de U , on a 

hu(x) < k c ; id{S) card(S) fclCard ^ +fc2 P k * d (l og p)^d(S)+k 5 &ld 

où 'jd = kj (log Dk + S5 + k% + d kg log^s^f+fcn )' ^ es r éels kj dépendent de U et k^ dépend en 
plus de d. 

Y. Bugeaud [4i donne une borne pour la hauteur des points 5-entiers des courbes superel- 
liptiques. Sa borne a l'avantage, par rapport à celle du corollaire 16.81 de rendre explicites 
les exposants qu'y apparaissent. L'ordre de grandeur des deux bornes est le même en ce qui 
concerne la dépendance en le discriminant du corps K, et aussi en l'ensemble de places S, 
si l'on fixe son cardinal. On pouvait prévoir cette ressemblance des bornes puisque les deux 
résultats sont déduits de [S]- 

Démonstration du corollaire 16.81 

Nous appliquons les propositions 15.21 et 15 .31 respectivement aux morphismes 4>i et ipi qui 
lient U à P 1 \ {0,1, 00} (en suivant le chapitre 8.4 de [20]) par exemple), et à la fonction 
B p i^ 01oc }(u,v,w,z,d) = c d v 5( - v+2 ^ w d (logw) 2v e z z 2d ~ 2 donnée par le corollaire 16.51 Si le 
morphisme <fi : X — > P 1 \ {0,1, 00} est fini, d'après la proposition 15.21 la courbe X vérifie 
la propriété 15.11 pour la fonction Bx(u,v,w, z,d) = c^ d v 5v+Cl w d {\ogw) 2v+C2 e z z 2d ~ 2 , où 
ci et C2 dépendent du morphisme <f> et 03^ dépend en plus de d. Si ip ■ X — > Y est un 
revêtement étale, d'après la proposition 15.31 la courbe Y vérifie la propriété 15.11 pour la 
fonction B Y (u,v,w, z,d) = c\ d v C5 V+Ce w c ? d (log w) Cs v+c * e^ J d U)d ~ 2 , où j d = c u (z + u + 
C12 + co d log(cn) w^ 1 ^) )) e t l es réels Cj dépendent de vp et c^d dépend en plus de d. On 
remarque que par des appliquations succesives des propositions 15.21 et 15.31 on ne change pas 
l'odre de grandeur de la borne de la hauteur des points entiers, même si les constantes kj sont 
modifiées. □ 

En particulier, dans le cas d'une courbe elliptique nous obtenons le résultat ci-dessous. 

Corollaire 6.9. Soient E une courbe affine définie sur un corps de nombres K de degré d 
dont la complétée E est une courbe elliptique, et h E une hauteur définie sur la courbe E. Soit 
S un ensemble fini de places de K et P le maximum de ses caractéristiques résiduelles. Pour 
tout point S - entier p de E, on a 

h E (p) < 1E c d +Cl ' E s 20 S+C2 - E P 4 d (log Pf S+C *- E 7 f ~ 2 , 

où 7d = 4 (log Dk + + C4,_e + co log 4 d log^Ss+cfg) )> ^ es nom ^ res c i,E dépendent de E et je 
dépend du choix des morphismes liant E à P 1 \ {0, 1, oo} ; ainsi que de celui de la hauteur. 
Démonstration du corollaire 16.91 Supposons que la courbe Eaun unique point "à l'infini" 
O qui est i^-rationnel et prenons-le comme origine de sa loi de groupe. La multiplication par 
2, notée ip, est étale, de degré 4, donc l'image inverse de l'origine O consiste en quatre points : 
O, E\, E2, E3. Si notre courbe E est donnée par l'équation de Weierstrass y 2 = f(x) où 
f(x) = (x — e\){x — e<}){x — ej), alors Ei = (e^ : 1). En composant le morphisme donné par la 
x-coordonnée avec le morphisme qui envoie (r : 1) sur ((r — ei)(e2 — 63) : [e<i — e\){r — e^)), 
nous obtenons un morphisme fini <p : E' = E \ {O, E\,E2, E%\ — > P 1 \ {0, 1, 00}, de degré 2. 
D'après le corollaire 16.51 P 1 \ {0, 1, 00} vérifie la propriété 15. Il pour la fonction 

£pi\{o,i,oo} (u,v,w,z,d)= cl ^ w d (log w) 2v e z z 2d - 2 . 
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En appliquant la proposition 15.21 au morphisme cj), nous en déduisons que la courbe E' 
vérifie la propriété 15.11 pour la fonction 

B E ,(u, v, w, z, d) = c c+ v * (v + ^) 5 ^+ 2 ) (w + W<t> ) d (\og{w + W(j) )) 2 ( v+v ^ é z 2d -\ 

où Cfj, ne dépend que de (f>, Cd que de d, = card(S^), = maxP(S^) et est l'ensemble 
des idéaux premiers en lesquels 4> °u E' ont "mauvaise réduction" . 

En appliquant la proposition 15.31 au morphisme ip, nous en déduisons que E vérifie la 
propriété de finitude 15 . 1 1 p our la fonction 

B E (u, v, w, z, d) = H C4> c f v+v ^ +v * ( 4 (v + ^) + v^f (Hv+v^+v,)^ {w + w ^ + w ^d x 

x (log(w + «ty + w^)f {i 7 8d " 2 , 

où 7^ = 4 (z + u + u$ + c log4d i og "*"t ) ), c </> ne dépend que de tp, c d que de d, = S s ^, 
Vjf, = card(5^), = max P{S 1 p) et 5^ est l'ensemble des idéaux premiers en lesquels ip,E' 
ou E ont "mauvaise réduction". Ceci démontre le résultat. 

□ 

Posons f(x) = x 3 + ax + b, avec a et 6 dans Ok,s et tels que 4a 3 + 27b 2 / 0. Soient (x, y) 
dans Of^s et vérifiant y 2 = f(x). Pour K = Q, L. Hadju et T. Herendi jlUj montrent que : 

max{h(x), h{y)} < (c hf s + c 2J ) 10 38 5+86 (s + l) 20s + 35 p 24 (log + (P)) 4s+2 , 

où ci j et C2j ne dépendent que en le polynôme /. 

Quand l'ensemble de places S est réduit à l'ensemble des places archimédiennes, on a le 
résultat de Y. Bugeaud [3j : 



max{/j(s), h(y)} < c d j D% (logD K ) 



12d+l 



où Cdj dépend uniquement en le degré d de K et en le polynôme / ; alors que le corollaire 16.91 
donne une borne légèrement meilleure : ce d S Dr (l°g D 'k)^ ' d ~ 2 • 
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